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Intersect Distributions and Small Angle X -Ray Scattering Theory,
II: The Intersect Distribution for an Ellipsoid of Revolution

The intersect distribution function is useful for studying how
the intensity of small angle X-ray scattering is affected by the
shape of the particles in a dilute suspension of identical non-
interacting colloidal particles with uniform electron density
which are suspended in a solvent which also has a constant
electron density. An intersect, or chord, is a line which has both
ends lying on the boundary surface of the particle. The intersect
distribution G (M) is defined so that G (M) d M is the probability
that an intersect will have a length between M and M 4 d M.
Previously' developed techniques employing ' concepts from
differential and integral geometry have been used to obtain exact
expressions for G (M) for an ellipsoid of revolution and an
elliptical lamina. The characteristic function is also calculated
for an ellipsoid of revolution. The intersect distribution G (M)
for an ellipsoid of revolution is used to obtain an asymptotic
expression for the seattered intensity for scattering angles in
the outer part of the small angle X-ray scattering curve.

Der EinfluB der Partikelgestalt auf die Intensitdt der
Rontgenkleinwinkelstreuung 148t sich anhand der Durchschuf3-
langenverteilungsfunktion untersuchen, wenn die untereinander
identischen, nicht miteinander in- Wechselwirkung stehenden
Partikel, die konstante Elektronenverteilung besitzen, sich

* Herrn Prof. Dr. 0. Kratky zum 70. Geburtstag gewidmet.
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in einer verd. Suspension in einem Losungsmittel von ebenfalls
konstanter Elektronendichte befinden. Die DurchschuBlinge
(auch Sehne) ist eine gerade Strecke, deren beide Enden
auf der Grenzfliche der Partikel liegen. Die DurchschuB-
langenverteilungsfunktion G (M) ist so definiert, daff G{M) d-M
die Wahrscheinlichkeit dafiir darstellt, daf die DurchsehuBlénge
‘eine Grofe zwischen M und M - d M besitzt. Mit- Hilfe bereits
frither entwickelter Methoden auf Basis der Differential- und
Integralgeometrie konnten die exakten Ausdricke von G (M)
fiir das Rotationsellipsoid und das elliptische Plittchen erhalten
werden. Fiir das Rotationsellipsoid wutde auch die sog. Charak-
teristische Funktion errechnet. Uber die DurchschuBlingen-
verteilung G (M). fiir das Rotationsellipsoid ist ein asymptoti-
scher Ausdruck fiir die Streuintensitét im Bereich der dem
suBeren Teil der Réontgenkleinwinkelstreuungskurve —ent-
sprechenden Winkel zugéinglich.

Einleitung

Die Réntgenkleinwinkelstreukurven stellen die Streuintensitdt in
Abhéngigkeit vom Streuwinkel ® dar. Sie liefern Informationen iiber
die Dimensionen und die Gestalt kolloidaler Partikel. Fiir die Inter-
pretation dieser Kurven ist eine gewisse Kenntnis der Beziehungen
zwischen Partikelgestalt und Streuintensitét notwendig. Dieses Problem
ist bereits mehrfach behandelt worden. Mit Hilfe der Ergebnisse dieser
Untersuchungen ist es méglich, immer mehr Informationen aus den
Streukurven abzuleiten und das Anwendungsgebiet der Rontgenklein-
winkelstreuungsmethoden zu erweitern.

Das nunmehr zur Verfiigung stehende Wissen ermoglicht zwar eine
zufriedenstellende Analyse der meisten Streudaten, doch ist der EinfluB
der Partikelgestalt auf die Streuintensitdt so komplex, dafl eine voll-
kommen allgemeine Losung dieses Problems — zumindest innerhalb der
néchsten paar Jahre — auller Reichweite liegen diirfte. Aus diesem
Grund ist man gegenwértig gezwungen, sich auf speziellere Teile dieses
Problems zu konzentrieren. -

In fritheren Arbeiteni—2 haben wir das Streuverhalten nicht mit-
einander in Wechselwirkung stehender, statistisch orientierter identischer
Partikel mit konstanter Elektronendichte betrachtet, die in einem
Losungsmittel anderer, jedoch konstanter Elektronendichte verteilt
sind. Diese Situation ist annidhernd bei einer verdiinnten Suspension
identischer, voneinander unabhingiger Partikel gegeben. Die Annahme
einer konstanten Elektronendichte sowohl fiir das Losungsmittel als
auch fir die Partikel ist im Kleinwinkelbereich durchaus gerechtfertigt,
da die Réntgenkleinwinkelstreuung nur wenig durch Strukturelemente
von der Groe interatomarer Absténde beeinfluBt wird4.

Unter den genannten Voraussetzungen ist die Streuung der Proben
proportional der iiber alle Partikelorientierungen gemittelten Streuung
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einer Einzelpartikel. Da wir nur an der relativen Anderung der Intensitit
mit dem Streuwinkel und nicht an ihrem Absolutwert interessiert sind,
brauchen wir nur die von einer Einzelpartikel herriihrende Streuung
zu betrachten.

Fiir. eine einzelne, statistisch orientierte Partikel. mit konstanter
Elektronendichte ist die gemittelte Streuintensitit I (k) gegeben durch®

» .
I(h) =4nI,V o[ yo(r)r2 o hr
0

dr. (1)

Hierbei ist 2 = 4 7 A~1sin (0)/2), A die Wellenlinge des Rontgenlichts,
I, die von einem'.‘einzelnen Elektron herrithrende Streuintensitat, V das
Partikelvolumen, p der Unterschied in der Elektronendichte zwischen
Partikel und Lésungsmittel (beide Elektronendichten werden als kon-
stant angenommen), D die Linge der langsten geraden Strecke, die sich
innerhalb der Partikel unterbringen 148t (d. h. die gréitmaogliche Durch-
schuBllinge) und yo (r) eine Funktion, die, mit 4 w72 d r multipliziert,
die mittlere Wahrscheinlichkeit dafiir darstellt, daBl ein Punkt, der sich
im Abstandsintervall zwischen » und r 4+ d 7 von einem innerhalb der
Partikel liegenden Punkt befindet, ebenfalls innerhalb der Partikel zu
liegen kommt. Die Funktion y¢ (), die als Charakteristische Funktion
bezeichnet wird, enthéilt alle Informationen iiber Partikelgestalt und
-abmessungen, die sich aus Streumessungen entnehmen lassen.

Gemall Gl. (1) laBt sich die charakteristische Funktion vyo (r) aus
I (k) durch eine Fourier-Transformation erhalten. Aus diesem Grund ist
eine Untersuchung des Zusammenhangs zwischen Streuung und Teilchen-
gestalt - im wesentlichen gleichbedeutend mit einer Betrachtung des
Einflusses der Partikelgestalt auf g (7).

Porod®hat gezeigt, daB sich das Problem oft noch weiter vereinfachen
14Bt, " wenn man eine verwandte Funktion G (M), die DurchschuBi-
lingenverteilung, betrachtet. Eine DurchschuBlinge (d. i. Sehne) ist eine
Strecke, deren beide Enden auf der das Teilchen begrenzenden Oberflache
liegen.

Die DurchschuBllingenverteilungsfunktion G(M) ist so definiert, daB
G (M)d M die Wahrscheinlichkeit darstellt, dal die DurchschuBlénge
eine GréBe zwischen M und M + d M besitzt: Die Funktionen G (M)
und yo (r) enthalten dquivalente Informationen iiber die Partikelgestalt,
da3

G (M) = M yo" (M) @)
und

Yo (r) = M1 [ (M —7) G (M)d M.
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Hierin ist M, die mittlere DurchschuBlinge, gegeben durch
M= —[y (O t=47V/4, (3)

wobei A die Oberflache der Partikel darstellt. Die maximale™ Durch-
schuBlange betragt D, so daBl G (M) = 0 fiir M > D. Weiters ergibt sich
aus Gl. (2), daB fir r = D, vo (r) = Ound v¢' (r) = 0ist. Ebenso folgt aus

Gl (2) auf Grund der Definition von M, daB vyo (0) = 1. (Die'Durch-
schuBlingenverteilungsfunktion soll die Normalisierungsbedingung

D
[G (M)d M = 1 erfiillen.)
0

Die DurchschuBlingenverteilung ist auch von Méring und Tchoubar?
untersucht worden.

In unseren fritheren Arbeiten haben wir einige allgemeine Eigenschaften
der DurchschuBlangenverteilungsfunktion betrachtet und Naherungs-
ausdriicke von G (M) fur ebene Pléttchen mit glatter, konvexer Begrenzung
berechnet s 2, Spéter?® verwendeten wir Methoden der Integralgeometrie zur
Vereinfachung der Berechnung von G (M) und gelangten zu einem Naherungs-
ausdruck von G (M) fir kleines M im Falle eines dreidimensionalen Fest-
korpers mit glatter, konvexer Begrenzungstliache.

In der Folge werden wir im Abschnitt IT einen exakten -Ausdruck von
G (M) fur ein Rotationsellipsoid berechnen. Nach unserem besten Wissen
ist dies der erste exakte Ausdruck von G (M), der mit Hilfe geometrischer
Methoden fiir einen dreidimensionalen Festkorper erhalten wurde, der
komplizierter als eine Kugel ist. In Abschnitt IIT wird die charakteristische
Funktion yg (r) fiir ein Rotationsellipsoid aus der Gleichung fur I (k) ent-
wickelt. Ein ahnliches Verfahren war bereits verwendet worden?, um das
zweidimensionale Analogon von wvyp (r) fur ein elliptisches Plittchen zu er-
mitteln. Im Abschnitt IV wird dann die geometrische Methode zur Berech-
nung von G (M) fur ein elliptisches Plittchen herangezogen.

Wir missen betonen, dai unsere Berechnungen der DurchschuBlangen-
verteilungsfunktion fir ein Rotationsellipsoid verhéltnismiBig wenig
direkten Bezug auf die Analyse von Rontgenkleinwinkel-Streudaten besitzt.
Durch bereits verdffentlichte numerische Berechnungen von Intensitéts-
kurven®-10 steht eine tiberaus breite Auswahl theoretischer Kurven zum
Vergleich mit experimentellen Ergebnissen zur Verfiigung.

Ungeachtet dessen 1laBt sich unser Ausdruck fir G (M), wie wir in
Abschnitt V zeigen werden, zur Entwicklung eines Ausdrucks fir I (h)
heranziehen, der sich vorteilhaft fiir groBe Werte von h verwenden 1aB8t. Mit
Hilfe dieses Néherungswertes fiir die Intensitdt ist eine Ausweitung und
Vervollstindigung bereits friher verdffentlichter Intensitdtsberechnungen
moglich.

Der wichtigste Grund, die DurchschuBlingenverteilungsfunktion for
ein Rotationsellipsoid zu untersuchen, liegt unserer Meinung nach nicht so
sehr darin, die Ergebnisse zur Analyse von Daten zu verwenden, sondern er
ist eher dadurch gegeben, daB die Berechnungen von G (M) far das Rota-.
tionsellipsoid die Wesenszlige des geometrischen Konzepts, die Methoden
und auch einige der Schwierigkeiten wiedergeben, die mit den Berechnungen
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von G (M) verkntipft sind. Die fir das Rotationsellipsoid entwickelten
Methoden sollten sich auch zur Ermittlung von G (M) fiir andere Teilchen-
formen verwenden lagsen. Wir sind derzeit mit einigen derartigen Berechnun-
gen beschaftigt.

Die Berechnung von G (M) fiir das Rotationsellipsoid
Ein Punkt r auf der Oberfliche eines Rotationsellipsoids 146t sich

darstellen durch
r = (a/R) [sin B (i cos & + j sin o) + k v2 cos B]; 4)

i, j und k sind dabei die Einheitsvektoren eines kartesischen Koordi-
natensystems, in dem die z-Achse die Drehachse des Ellipsoids ist; a ist
der Aquatorradius, wa ist die halbe Lange der Drehachse und
R = (sin2 B + v2 cos? B)%.

Die Koordinaten « und B sind so gewihlt, daBl der nach auBlen
zeigende Einheitsnormalvektor n im Punkt r gegeben ist durch

n == sin f (i cos a0 + j sin «) + K cos B. (5)
Dieses Ergebnis 15t sich aus der Beziehung!

_ (rgxra)
|Te X T

ableiten, in der
e = (0 1[0 o) und rg = (0 x/0 B).

Die kartesischen Koordinaten (x, y, z) des Punktes r geniigen der
Gleichung

T Teah ©)

Die Berechnung von G (M) beginnt mit der Liniendichte12
dg=coswdAdSs, (7)

wobei d 4 das Oberflichenelement des Ellipsoids, d § das Flichen-
element der Oberfliche einer Einheitskugel mit Mittelpunkt in r und «
der Winkel zwischen der Sekanten (Durchschufilinge) und der nach
innen zeigenden Normalen ist.

In GL (7) 1st d g durch vier Variable ausgedriickt. Zwel von ihnen
sind die Koordinaten des Punktes r; zwei legen einen Punkt auf der
Kugelfliche fest. Wie in3 «diskutiert wurde, erfordert die Berechnung
von G (M), daB eine der im Ausdruck fiir d ¢ enthaltenen vier Variablen
durch M ersetzt wird. Die DurchschuBlangenverteilung ist dann durch
Mittelung von d g iiber die anderen drei Variablen erhiltlich. Bei diesem
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Mittelungsprozel gibt es manchmal mehr als nur eine Mdglichkeit, d G
durch M und die anderen drei Variablen auszudriicken. Die DurchschuB-
langenverteilung G (M) ist die Summe der Mittelwerte von d'g¢ fiir alle
Losungen. Nicht immer existieren jedoch Lésungen fiir alle Werte der
drei Variablen, so daBl darauf zu achten ist, daB die Mittelung nur iiber
die Bereiche mit definierten Lisungen erstreckt wird.

Es gibt kein strenges Kriterium dafiir, welche Variable am vorteil-
haftesten durch M zu ersetzen ist. Man kann die fiir die jeweilige Rech-
nung bequemste Moglichkeit” wéhlen, wobei lediglich zu beachten ist,
daB die Lésung nach Ersatz der Koordinate durch M eindeutig sein mus.
Im Rahmen unserer Berechnungen?® haben wir gefunden, daB sich der
Winkel o bequem durch M ‘ersetzen 1iBt. Fiir das Rotationsellipsoid
fithrt dieser Weg jedoch zu Komplikationen in der Rechnung. Hier stellt
sich heraus, daB sich der Rechenaufwand stark vereinfacht, wenn man
B durch M ersetzt und dann iiber « und d § mittelt. Im folgenden wollen
wir den Weg beschreiben, auf dem sich 8 durch M ersetzen 148t.

Der DurchschuBlingenvéktor M ist darstellbar durch M = M y;
dabei ist M =|M| und p ein Einheitsvektor derselben Richtung
wie M. Dann ist cos w = —(n.y). (Das negative Vorzeichen folgt
aus der Definition von cos o mit Hilfe der nach innen zeigenden
Normalen.)

Weiters gilt 1
d4 = |rpxr,|dpda (8)

Bei unserer Berechnung von G (M) in 3, die sich mit den Eigenschaften
der Oberflédche in der Nahe eines Punktes r auf der Oberfliche befaBte,
hatten wir gefunden, daB sich fiir die Ermittlung von d S die nach innen
zeigende Normale als die natiirlichste Wahl fiir die 2-Achse anbot. Die
Orientierung der Achsen in diesem Koordinatensystem ist jedoch will-
kiirlich. Nach einiger Suche fanden wir, da8 sich die Berechnung stark
vereinfacht, wenn man die z-Achse des sphirischen XKoordinaten-
systems parallel zur Drehachse des Ellipsoids wahlt. In diesem Fall 148t
sich fiir den Einheitsvektor y schreiben

o =sinv (icos A 4 jsin ») 4 k cos v. 9)
Aus den Gln. (5), (7), (8) und (9) folgt
dg=—v2a?R*coswsinBsinvdvdBdad, (10)
wobei
cos @ = — [cos f cos v 4- sin P sin v cos (a — N)].

Definitionsgemaf liegen beide Enden der DurchschuBlinge auf der
Oberfliche. Daher muBl auch der Punkt (M 4-r) auf der Oberfliche
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liegen und es gilt

(x4 Msinvcosh)2 4 (y + MsinvsinA)2 (2 + M cosv)?

a? v2q? =1
Derart folgt aus Gl. (4)
cos & = — [cos B cos v + sin B sin v cos (e— A)] = QR,  (11)
wobei
Q=[M/22a)]T?
T2 = v28in? v + cos? v. (12)
Mit Hilfe der Gln. (11) und (12) wird aus Gl. (10)
dg—=—02a?Qsinv(@W/oB)dpdadydn; (13)

hierin ist W = (cos B)/R.

Uber die GréBe W 148t sich 8 bequem durch M ausdriicken. Aus der
Definition von W folgt, dal sin2 = B2 (1 —v2 W2). So mull gemif
Gl. (11) W der quadratischen Gleichung

0=082W2 L2QcosvW + @2 —sin? v cos? (o — M)
geniigen, in der
82 = cos? v + 02 sin? v cos? (o — }).
Die quadratische Gleichung besitzt die Losungen
W=_82[—@Qcosv+ (S2—»2@2)%sinv cos (a« — A)]. (14)

Da0 < B € m,ist'sin § > 0. Hieraus ergibt sich ein Kriterium dafiir,
wie viele Losungen der Gl. (14) moglich sind. Aus den Gln. (11) und (14)
folgt

sin fp = (R/S2) [—»2 @sin v cos (o — A) F (82 — v2 @2)% cos v].
Beide Losungen kénnen nur dann gleichzeitig positiv sein, wenn
v2 Q% > cos? v. (15)

Fiir kleines ¢ — und daher auch fiir kleines M -— existiert nur 'eine
einzige Losung und

sin § = (R/S2)[— v2 @ sin v cos (w — A) + | cos v | (82 — 2 @2)%].
Wenn M so gro8 ist, daB 2 Q2 > cos? v, dann ergibt sich
sin 8 = (B/S2) [— 2 @sin v cos (& — A) F (82 — 22 @2)% cos v,

wobei die Werte von & und A noch der Einschrinkung unterliegen, dafl
cos (w —A) < 0.



Theorie der Réntgenkleinwinkelstreuung 791

Die -Bedingung 82 > v2 @2 legt die zuléssigen Werte der Variablen
fiir die Berechnung des Mittelwertes von d ¢ fest. Aus der Definition von
82 folgt, daB 82 —¢2@Q2 nur dann negativ werden kann, wenn
22 Q2 > cos?v. Aus diesemn Grund konnen fiir den Fall, daB nur eine
zuldssige Losung existiert, die Variablen «, 2 und v alle nur méoglichen
Werte annehmen. Sind aber zwei Losungen moglich, so bestehen stets
Beschriankungen hinsichtlich der Werte der Variablen, die fiir die
Berechnung des Mittelwertes von d g zuléssig sind.

Aus den Gln. (13) und (14) ergibt sich

dg=—v2a2(0W/oeM)dM do sinv dvdr =
v2@Qsinv cos (e —A) | .
m—]smv dvdirda dM.

Durch ein Verfahren analog demjenigen, das zur Gl. (7) in 2 fiihrt, erhélt
man aus d g die DurchschuBlingenverteilungsfunktion. Der sich ergebende
Ausdruck lautet

= MT*(4v282) [cos v+

22Q) 8in v cos u

G (M) = ST—sEQ |

ZfdkfdufsmvS 2T4dy cosv:[:

4A2

Dabei ist u = o — 2; die Summation erstreckt sich iiber alle zulassigen
Losungen. Diese Wahl der Variablen bewirkt, daB der Integrand unab-
héngig von A ist. Es existieren daher keine Beschrinkungen fiir A; in
allen Fillen gilt 0 < A < 2.

Ist M so klein, dal Gl. (15) nicht mehr erfiillt ist, so gibt es nur eine
erlaubte Losung fiir W. Hingegen kann w alle Werte zwischen 0 und 2 =
annehmen, der cos u enthaltende Term féllt somit bei der Integration
tiber  weg. Fiir v2 @2 < cos? v gilt daher

hd 2m
G (M) = M|@2 Av?) [ T4[cosv|siny dv [ §2du =  (16)
0 0

— 27 M/(124) [? T3sinv d>v.
0

Ist M so grof, daB »2 @2 > cos? v, dann existieren zwei Losungen.
Bei Ausfithrung der Integration iiber A wie zuvor ergibt sich

2 Q) sinv cos %

. du
G’ (M 2sz 2 T4siny d‘lf[mg)% —i‘ ('—'1) (‘OSV] S

Die u-Integration erstreckt sich iiber alle u-Werte, fiir die cos u nicht
negativ ist und fiir die auch die Bedingung 82 > v2 Q2 erfiillt ist. Bei der
Summation heben die cosv enthaltenden Terme einander auf. Da
82 = T2 — 2 sin2 v sin? 4, kénnen nur dann reelle Losungen fiir alle
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Werte von u existieren, wenn 72 > v2 Q2. Diese Bedingung, die sich
auch in der Form

1 > (cos?v 4 »25sin2 v) [M/(2 v a)]? (17).

schreiben 1aBt, fixiert die Grenzen v; und vs fiir d1:e Integration iiber v.
Diese Grenzen lassen sich bequem mit Hilfe der Funktionen Max (z,)
und Min (z,y) ausdriicken, die wie folgt definiert sind

Max (r,y) = %, wenn = > y
=y, wenn y >
bzw.
Min(z,y) =y, wenn = > ¥
=z, wenn ¥y = x.

Die GroBe von D, der maximalen Durchschullinge, wird durch die
Bedingung der Ungleichung (17) festgelegt, die lediglich dann erfiillt
sein kann, wenn M < D, wobei D gegeben ist durch Max(2va, 2a).
Folglich ist G (M) = 0 fir M > D.

Aus (17) folgt, daB fiir v > 1, vy = 0 und vg = Min(=/2, vp), wihrend
fir v < 1, va = /2 und. v; = Max (0, vo), wobei

vo = cost {(o/ M) [(4 a® — M2)[(1 —v2)]4}.

Bei dieser Definition der Grenzen v; und vy wird festgelegt, daB fiir alle
M-Werte, tiir die ein reeller Wert fiir vo nach der obigen Gleichung nicht
existiert, die als Alternative angegebene Integrationsgrenze verwendet
wird.
Fiir 92 Q2 > cos? v 146t sich die Integration itber W mit Hilfe der
Substitution
sinb = o (T2 —v2 Q%)% sinvsin W

ausfithren. G (M) nimmt dann fir alle M die Form

Va

G(M)=2nM|w2A) j (cos?y + #2sin2y)sinv dv (18)
Vi
an.
Die Charakteristische Funktion

Fiir ein Rotationsellipsoid ist die Streuintensitat I (h) gegeben
durch14

I(h) = p2V2I, [*sin @ I2[ha (sin? © + v2cos2 ©)%]dO.  (19)
0

wobei V = (4 t/3)a%v das Volumen des Rotationsellipsoids ist und
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12 (ha) eine GroBe darstellt, die der von einer Kugel vom Radius @ aus-
gehenden Streuintensitdt proportional ist. Die Funktion I2 (ka) ist so
definiert, daf} sie die Eigenschaft I2 (0) = 1 besitzt.

Die Intensitdt I (h) in Gl. (19) ist identisch mit der durch Gl. (1)
gegebenen Intensitit. Bringt man Gl (19) in eine der Gl. (1) dhnlichen
Form, so 188t sich ein Ausdruck fiir vy (r), die Charakteristische Funk-
tion, erhalten.

Setzt man

cos ® = (cos v)/T,

wobei T' ebenso definiert ist wie in Gl. (12), so 14Bt sich anstelle von
Gl (19) schreiben

T

I(h) =v2[sinyT3I;(h)dv. (20)
0

Hierbei ist
I (B) = [(4 7/3) a3 3 T-312 52 I, I2 (hav|T).
Die GroBe I, (k) ist die Streuintensitét, die von einer Kugel vom Radius

aw|T ausgeht. I (k) 1iBt sich daher durch die Charakteristische Funktion
vs (r) flir diese Kugel' ausdriicken

2av/T

Is(hy=4mn p2VsIef 25 (1)
0

Hierin steht V; fur (4 =/3) (av/T")3 und
s (r) =1 —(3/2) [*T)(2 av)] + (V%) [+T'/(2 av) 3.

Setzt man Gl (21) in Gl. (20) ein und vertauscht die Reihenfolge der
Integrationen, so kann man mit

sin hr

dr. (21)

D = Max (2a, 2va) und

Vg
yo (1) = f {1 —(3/2) ['T/(2va) 1 + (1/2) [PT/(2va) 3} sinv dv  (22)
Vi
I (k) in der Form der Gl. (1) schreiben.

Die Grenzen v; und vs sind bereits definiert worden [Gl. (18)];
lediglich M ist durch r zu ersetzen.

Gl. (22) stellt die Charakteristische Funktion fiir ein Rotations-
ellipsoid dar,

Aus Gl. (2) folgt, daB G (M) = M Yo' (M). Diese Beziehung 148t sich
iiberpriifen, indem man Gl. (22) differenziert und mit Hilfe von Gl. (3)
M errechnet. Die Berechnung von G (M) aus der Charakteristischen
Funktion fithrt also zum selben Ergebnis [Gl. (18)] wie der auf geome-
trischen Uberlegungen basierende Rechenweg. Obwohl der letztere im Prin-
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zip der direktere Weg ist, erweist sich seine Ausfiihrung in der Praxis als
langwieriger und schwieriger als die Ermittlung von G (M) aus I (A) und
Yo (7). Nichtsdestoweniger sind wir der Meinung, daf3 der in Abschnitt I1
beschriebene Rechenweg zur Illustration des geometrischen Konzepts
und der zur Ermittlung von G (M) notwendigen Methoden bedeutsam
ist. Diese Gedanken kommen bei dem zu Gl. (22) fiihrenden Rechenweg
nicht zum Ausdruck.

Das elliptische Plittchen

Ein elliptisches Plattchen 148t sich formal dadurch erzeugen, dal
man in Gl (4) o = 0 setzt. Aus Gl (5) folgt dann, daB der Einheits-
normalvektor n gegeben ist durch n = isin § + k cos 8. Weiters ist
A =0, da die DurchschufBlinge in der Ebene des Plattchens liegen muf.
Fiir das elliptische Plidttchen geht die Gl. (11) somit iiber in

cos (f—v) = — QR = —cos o, (23)

wobei fiir o, @ und R dieselben Definitionen gelten wie zuvor.

Im zweidimensionalen Fall 148t sich die Liniendichte ausdriicken s
durch dg = |dpd ¢ |. Hier ist d p die Verschiebung in der Ebene in
eine Richtung senkrecht zur Durchschufllinge, ¢ der Winkel zwischen.
dieser. Richtung und einer Bezugsachse (siche Abb. 1 in 3). Somit ist
dp=coswdt (dt ist das Differential der Bogenlinge) und
cos @ == — (n * u) wie in Abschnitt II. Da d p die Verschiebung in eine
Richtung darstellt, die stets senkrecht zur DurchschuBlinge ist, gilt
d ¢ = dv und daher auch dg = cos o d¢ dv. Fiir eine Kurve in der
Ebene ist dt = [(d )2 4+ (d )2]%. Somit ergibt sich aus Gl. (4) mit
a=0

di=am?2R3d§
und weiters

dg=av2@secz2(f—v)dvdp=a?2@3dvduw, (24)
worin w = tan (3 — v). Durch Umformen erhalt man aus Gl (23)
0=1+ w? + (v2—1) (cos v — w sin v)2 — 1/(Q2.
Die Losungen dieser quadratischen Gleichung lauten
w="T"2[(v2—1)cosvsiny + (T2 Q2 —p2)%].

Aus dieser Gleichung 148t sich d w berechnen und in GI. (24) einsetzen.
Fiir jede der beiden Lésungen ist

dg = [M)(dv?a)] T* {1 — T [M/(2 va)]2}~% d v d M. (25)
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Aus Analogiegriinden folgt mit Hilfe der Gln. (2) und (3) aus 3

G (M) = M/(v2aL) fV2T3 [ —T2[M(20a)]2)~% dv. (26)

Die Grenzen vi und vg sind dabei ebenso definiert wie in Gl. (18), L ist
der Ellipsenumfang. Gl. (26) enthilt einen Faktor 2, der aus der Sum-
mation der beiden identischen Ausdriicke fiir d ¢ resultiert, die sich aus
den beiden Liésungen der quadratischen Gleichung fiir w ergeben.

Die Gestalt von I (h) fiir groBes &

Nach dreimaliger partieller- Integration und mit Hilfe von Gl. (2)
sowie unter Beriicksichtigung der in Anschlufl an Gl. (2) angefiihrten
Eigenschaften von vy (r) und v¢' (r) 148t sich Gl. (1) in die Form

Ihy=nl, Ap2h2[2—J (h)— i M; (A G); cos (A M;)] (27)
i=1

bringen, wobei

(A Q) = lim [G (M; + &) — G (M; —¢)]

g0

und

D
J (B) =0f [3G (M) + MG (M)] cos (hM) d M.

Die (A G); sind nur fiir solche Punkte M; von Null verschieden, fiir die
G (M) endliche Unstetigkeitsstellen besitzt [fiir das Rotationsellipsoid
ist G (M) an allen Punkten stetig; alle (A G); sind daher Null. Anderer-
seits besitzt G (M) fiir eine Kugel vom Radius o eine endliche Unstetig-
keitsstelle bei M = 2 a. Uns sind keine Beispiele unendlicher Unstetig-
keitsstellen von G (M) bekannt].

In der oben angeschriebenen Form ist Gl. (27) exakt giiltig. Sie 1aBt
sich als Ausgangspunkt fiir asymptotische Entwicklungen von I () fiir
grofle kb beniitzen. Wie Erdélyi gezeigt hat'?, sind die asymptotischen
Entwicklungen von Fourier-Integralen wie J (k) in GL (27) durch die
Eigenschaften des Integranden in der Néhe von M = 0 und in der Nahe
derjenigen M-Werte bestimmt, fiir die der Integrand oder seine Ab-
leitungen unstetig sind. Fiir die asymptotische Entwicklung braucht das
Verhalten des Integranden nur in der Nachbarschaft dieser Punkte
bekannt zu sein.

Gemal Gl. (18) wird G’ (M) bei M = 2 va und M = 2 a sogar dann
Unstetigkeitsstellen - besitzen, wenn G (M) selbst in diesen :Punkten
stetig ist.



796 Hsin-i Wu und P. W. Schmidt:

In der Nihe von M = 2 a und M = 2 va 148t sich G (M) zerlegen
in G (M) = G, (M) 4 Gg (M), wobei G, (M) entweder Null oder eine
Funktion mit einer stetigen ersten Ableitung ist. Nur Gq (M) wird dann
zur asymptotischen Entwicklung von J () beitragen, so dall G, (M)
nicht ermittelt werden muf.

In der Nahe von M = 2 va besitzt Gy (M) die Grenzwerte

27 (2va — M)
G =5 =1

Gg(M)=0 Mz 2va

M < 2va

Fiir v < 1 und M =~ 2 a lauten die Naherungsformen von Gy (M)

Gg (M) =

4rnv2a®% | 20— M
A 192

Gg(M)=0 M2 2a

RO
} M < 2a

Fir v > 1 und M =~ 2a sind die entsprechenden Néherungsausdriicke
von Gg (M) gegeben durch

Ga (M) =— A v2—1

Ga(M)=0 M<2a

2% _ ¥
4mva [M 2@] M2

Das Erdély:-Theorem fiir die asymptotische Entwicklung von Fourier-
Integralen?” zeigt, daf die fiihrenden Terme in der asymptotischen Ent-
wicklung von J (%) in Gl. (27) sich von G’ (M) herleiten. Die Grenzform
der asymptotischen Entwicklung von I (k) lautet dann

25002 12 2 of )3
I(h):nlepzk_4[2A—}— 4n'hv2a®cos (2ha +y) . 8ma? sin (2 va)]’ (28)

[1—o2|% (ha)% (v2—1) (2hva)
worin
_v—1l =
T= 11

Die asymptotische Entwicklung [G1. (28)] liBt sich nicht anwenden,
wenn v = 1.

Diskussion

Das zur Berechnung von G (M) fiir das Rotationsellipsoid ange-
wendete Verfahren veranschaulicht den Typus der geometrischen
Berechrung, die notwendig ist, um G (M) fir eine Partikel mit einer
glatten konvexen Grenziliche zu erhalten. Zunéachst wird ein Ausdruck
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abgeleitet, in dem d ¢ durch vier Koordinaten dargestellt ist, von denen
zwei einen Punkt auf der Oberfliche kennzeichnen, wahrend die anderen
beiden die Orientierung der DurchschuBllinge festlegen. Nach unserer
Erfahrung lassen sich die Koordinaten « und B, die gemaB Gl. (5) die
Orientierung des Einheitsnormalvektors n bestimmen, bequem hand-
haben. Ihre Niitzlichkeit ist moglicherweise mit der Tatsache verbunden,
daf die Eigenschaften der Oberfliche mit dem Einheitsnormalvektor n
enger als mit. dem Positionsvektor r verkniipft sein diirften.

Unsere Berechnungen an Rotationsellipsoiden und elliptischen
Plattchen lassen vermuten, daB sich— zumindest dann, wenn. M nicht
klein ist — die Orientierung der Durchschufllinge bequemer durch die
Koordinaten v und 2 als durch die in ? verwendeten Koordinaten v und ¢
ausdriicken 1a83t.

* Hat man auf diese Weise einen Ausdruck fiir d g erhalten, so ist es
als néchstes fir die Berechnung von G (M) erforderlich, eine Gleichung
zu finden, :die die DurchschuBllinge M durch dieselben vier Variablen
ausdriickt, die zur Darstellung von d g verwendet worden waren. Eine
dieser Variablen wird dann durch M ersetzt und die Liniendichte d g
iiber alle drei anderen Variablen gemittelt. Zumindest bei Rotations-
ellipsoiden und Ellipsen diirfte $ diejenige Koordinate sein, die sich am
bequemsten durch M ersetzen 1aBt.

Die Wahl der Koordinaten firr die Berechnung von G (M) erfordert
groBe Sorgfalt. Die Berechnung der Mittelwerte ist gewohnlich recht
kompliziert; werden die Variablen nicht giinstig gewahit, so kann sie sich
extrem schwierig gestalten oder sogar ganz unmdglich erscheinen.

Die Gln. (18) und (26) fir G (M) und die Gl. (22) fiir v (r) gelten
exakt. Das Integral in Gl. (18) laBlt sich zwar auch durch elementare
Funktionen ausdriicken; die Wirkungsweise des Mittelungsverfahrens
tritt allerdings klarer zutage, wenn der Ausdruck in der Form des
Integrals belassen wird.

Fir das Rotationsellipsoid (nicht aber fiir die ebene Ellipse),
solange die Integrationsgrenzen nicht von M abhiingen, ist G (M) pro-
portional M. Im Moment sehen wir uns auBerstande, eine Voraussage zu
treffen, ob diese Beziehung fiir viele andere Grenzflichen Giiltigkeit
besitzt.

Unsere Ausdriicke fiir G (M) und vy, (r) fiir kleines M sind dem von
Kirste und. Porod'® erhaltenen Ausdruck fiir yg (r) dquivalent. Ein fiir
alle M giiltiger Ausdruck von G (M) ist unseres Wissens fiir das Rotations-
ellipsoid bisher nicht veréffentlicht worden.

Ein zweidimensionales Analogon des in Abschnitt IIT beschriebenen
Rechenverfahrens war bereits frither zur Berechnung eines dquivalenten
Ausdrucks von G (M) fir ein elliptisches Plittchen herangezogen
worden®.
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Mit Hilfe von Gl. (18) ist eine Berechnung der hoheren Ableitungen
von G (M) in der Nahe der Punkte mdglich, an denen G’ (M) unstetig
ist. Diese hoheren Ableitungen konnen zur Berechnung weiterer Terme
in der asymptotischen Entwicklung von I-(#) dienen.

Wie am Schlull von Abschnitt V erwihnt wurde, ist die asymptoti-
sche Entwicklung [Gl. (28)] nicht auf spharische Partikel, fiir die v = 1
ist, iibertragbar. Dariiber hinaus wird die Entwicklung dann keine
brauchbare Néaherung fiir I (h) liefern, wenn.v nur wenig von 1. ver-
schieden.ist.

Ein alternativer asymptotischer Ausdruck fiir I (k) wurde in 1© fiir
das Rotationsellipsoid entwickelt. Zum Zweck numerischer Berechnun-
gen kann diese Gleichung in vielen Fillen der Gl. (28) iiberlegen sein.
Des o6fteren ist mit Hilfe der einen oder der anderen asymptotischen
Entwicklung eine Ausweitung frither veréffentlichter Berechnungen von
I (k) fiir Rotationsellipsoide méglich®: % Die asymptotischen KEnt-
wicklungen lassen sich vorteilhafterweise besonders leicht im Bereich
hoher 2-Werte verwenden, in dem die Berechnung der Intensitdt durch
Potenzreihen oder konventionelle numerische Integration schwierig ist.

Wihrend die Ausdriicke fiir G (M) auch fiir die numerische Berech-
nung der Streuintensitit von Nutzen sein kénnen, wollen wir feststellen,
dall — dies trifft zumindest fiir uns zu — die Untersuchung von G (M)
und. seiner Higenschaften vor allem deswegen von Interesse ist, weil
dadurch klar wird, auf welche Weise G (M) durch die Gestalt und andere
Eigenschaiten der Partikelgrenzfliche beeinflult wird. So 148t sich z. B.
die Kenntnis des Verhaltens von G (M) fiir kleine M und an Stellen, wo
seine erste Ableitung unstetig ist, zur Entwicklung eines allgemeinen
asymptotischen Ausdrucks von [ (h) fiir Partikel mit beliebiger Gestalt
verwenden. Dariiber hinaus kann die Rechentechnik, die bei der. Unter-
suchung exakter und nidherungsweiser Ausdriicke von G (M) fiir ver-
schiedene einfache Teilchenformen entwickelt wurde, insofern von Wert
sein, als sie die weiteren Untersuchungen allgemeiner Eigenschaften der
DurchschuBllingenverteilung in die richtige Richtung zu lenken vermag.

Wiirdigung

Wir halten es in der vorliegenden, Prof. Kratky gewidmeten Ab-
handlung fiir besonders angebracht, die vielen theoretischen Unter-
suchungen auf dem Gebiet der Réntgenkleinwinkelstreuung zu wiirdi-
gen, die an Prof. Kratkys Institut an der Universitat Graz ausgefiihrt
worden sind. Im besonderen wollen wir die Arbeiten von Prof. G. Porod
erwihnen, der als erster die Bedeuturig des Konzepts der DurchschuB3-
lingenverteilung erkannte.

Ubersetzt von Dr. O. F. Olaj, Wien
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