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Intersect Distributions and Small Angle X -Ray  Scattering Theory, 
37I: The Intersect Distribution ]or an Ellipsoid el Revolution 

The intersect distribution function is useful for studying how 
the intensity of small angle X-ray scattering is affected by the 
shape of the particles in a dilute suspension of identical non- 
interacting colloidal particles with uniform electron density 
which are suspended in a solvent which also has a constant 
electron density. An intersect, or chord, is a line which has both 
ends lying on the boundary surface of the particle. The intersect 
distribution G (M) is defined so that  G (M) d M is the probability 
that  an intersect will have a length between M and M ~ d M. 
Previously' developed techniques employing concepts from 
differential and integral geometry have been used to obtain exact 
expressions for G (M) for an ellipsoid of revolution and an 
elliptical lamina. The characteristic function is also calculated 
for an ellipsoid of revolution. The intersect distribution G (M) 
for an ellipsoid of revolution is used to obtain an asymptotic 
expression for the scattered intensity for scattering angles in 
the outer part  of the small angle X-ray scattering curve. 

Der EinfluI3 der Partikelgestalt auf die Intcnsi~/~t der 
Rbntgenkleinwinkelstreuung lgi~t sich anhand der Durchschul3- 
liingenverteilungsfunktion untersuchen, wenn die untereinander 
identischen, nieht miteinander i n  Wechselwirkung stehenden 
Partikel, die konstante Elektronenverteihing besitzen, sich 
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in einer verd. Suspension in einem L6sungsmittel yon ebenfalls 
konstanter Elektronendichte befinden. Die DurehschuPl~nge 
(auch Sehne) ist eine gerade Strecke, deren beide Enden 
auf der Grenzfli~che der Partike] liegen. Die Durchschul~- 
l~ngenverteilungsfunktion G (M) ist so definiert, da{~ G (M) dM 
die W~hrseheinliehkeit dafiir darstellt, da2 die Durchschul31/inge 
eine Gr51~e zwischen M and M ~- d M besitz$. Mit Hilfe bereits 
frtiher entwiekelter Methoden auf Basis der Differential- und 
Integralgeometrie konnten die exakten Ausdriieke yon G (M) 
fiir das 1~ otationsellipsoid und das elliptische Pl~ttehen erhalten 
werden. Fiir das l~otationsellipsoid wurde auch die sog. Charak- 
teristische Funktion errechnet. ~ber  die I)urchsehui31~ngen- 
verteilung G (M) fiir das Rotationsellipsoid ist ein asymptoti- 
seher Ausdruck flit die Streuintensit~it im Bereieh der dem 
~ul~eren Tell der l~Sntgenldeinwinkelstreuungskurve ent- 
spreehenden Winkel zug~nglich. 

E i n l e i t u n g  

Die RSntgenkleinwinkelstreuknrven stellen die Streuintensitiit in 
Abh~ngigkeit yore Streuwinkel O dar. Sie liefern Informationen fiber 
die Dimensionen und die Gestalt kolloidaler Partikel. Ffir die Inter-  
pretation dieser Kurven  ist eine gewisse Kenntnis  der Beziehungen 
zwischen Partikelgestalt  nnd Streuintensit~t notwendig. Dieses Problem 
ist bereits mehrfach behandelt  worden. Mit Hilfe 4er Ergebnisse dieser 
Untersuehungen ist es mSglich, immer mehr Informationen aus den 
Streukurven abzuleiten und das Anwendungsgebiet der R6ntgenklein- 
winkelstrenungsmethoden zu erweitem. 

Das nunmehr zur Vefffigung stehende Wissen erm6glicht zwar eine 
zufriedenstellende Analyse der meisten Streudaten, doch ist der Einflu~ 
der Partikelgestalt  auf die Streuintensiti~t so komplex, dal~ eine voll- 
kommen- allgemeine LSsung dieses Problems - -  zumindest innerhMb der 
niiehsten paar  Jahre  - -  aul~er Reichweite liegen dfirfte. Aus diesem 
Grund ist man  gegenwi~rtig gezwungen~ sich auf speziellere Teile dieses 
Problems zu konzentrieren. 

I n  frfiheren Arbeiten 1-a haben wir das Streuverhalten nicht mit- 
einander in Wechselwirkung stehender, statistiseh orientierter identischer 
Partikel mit  konstanter  Elektronendichte betraehtet,  die in einem 
LSsungsmittel anderer, jedoch konstanter  Elektronendichte verteilt 
sind. Diese  Situation ist ann~hernd bei einer verdfinnten Suspension 
identiseher, v0neinander unabhi~ngiger Partikel gegeben. Die Annahme 
einer konstanten Elektronendichte sowohl fiir das LSsungsmittel als 
aueh ffir die Partikel ist im Kleinwinkelbereich durchaus gerechtfertigt, 
da die RSntgenkleinwinkelstreuung nur wenig durch Strukturelemente 
yon der GrSfie interatomarer  Absti~nde beeinfluBt wird a. 

Unter  den genannten Voraussetzungen ist die Streuung der Proben 
proportional der fiber alle Partikelorientierungen gemittelten Streuung 

51" 
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einer Einzelpartikel. Da wir nur an der relativen Xnderung der Intensits 
mit dem Streuwinkel und nicht an ihrem Absolutwert interessiert sind, 
brauchen wir nur die yon einer Einzelpartikel herrfihrende Streuung 
zu betr~chten. 

Ffir eine einzelne, statistisch orientierte Par t ike l  mit konstanter 
Elektronendichte ist die gemittelte Streuintensit/s I (h) gegeben durch 5 

D sin hr 
I (h) 4 ~ i e V ~  2 f70 (r) r2 --h~-r dr. (1) 

0 

Hierbei ist h = 4 7:~-1 sin (O/2), ~ die Wellenl/~nge des R6~gealichts,  
Ie die von einem einzelnen Elektron herrfihrende S~reuintehsit/~, V das 
Partikelvolumen, p der Unterschied in der Elektronendichte zwischen 
Partikel und LSsungsmittel (beide Elektronendichten werden als kon- 
stunt angenommen), D die L/~nge der liingsten geraden Strecke, die sich 
innerhalb der Partikel unterbringen l~Bt (d. h. die gr61~tm6gliche Dureh- 
schuBl/inge) und T0 (r) eine Funktion, die, m i t  4 7: r 2 d r multipliziert, 
die mittlere Wahrscheinlichkeit daffir darstellt, dab ein Punkt,  der sich 
im Abstandsintervall zwischen r und r ~- d r yon einem innerhalb der 
Partikel liegenden Punkt  befindet, ebenfalls innerhalb der Partikel zu 
liegen kommt. Die Funktion 70 (r), die als Charakteristische Funktion 
bezeichnet wird, enth~lt alle Informationen fiber Partikelgestalt und 
-abmessungen, die sich aus Streumessungell entnehmen lassen. 

Gem~B G1. (1) l~Bt sieh die charakteristisehe Funktion T0 (r) aus 
I (h) dureh eine Fourier-Transformation erhalten. Aus diesem Grun4 ist 
eine Untersuchung des Zusammenhangs zwischen Streuung und Teilchen- 
gestalt im wesentlichen gleichbedeutend mit einer Betrachtung des 
Einflusses der Partikelgestalt auf 70 (r). 

Porod 6 hut gezeigt, dab sich das Problem oft noch weiter vereinfacher~ 
1/~Bt,wenn man eine verwandte Funktion G (M), d ie  Durchsch~B- 
li~ngenverteilung, betraehtet. Eine DurchschuBlange (d. i. Sehne) ist eine 
Strecke, deren beide Enden auf der das Teilchen begrenzenclen Oberfli~che 
liegen. 

Die DurchschuB1/s G(M) ist so definiert, da[~ 
G ( M ) d M  die Wahrscheinlichkeit darstellt, dub die DurchschuBl~nge 
eine GrSBe zwischen M und M + d M besitzt: Die Fuaktionen G (M) 
und T0 (r) enthalten/~quivalente Informationen fiber die Partikelgestalt, 
da a 

G (M) = M $0" (M) (2) 

und 
- -  c o  

T0 ( r ) =  M - l f ( M - r )  G ( M ) d M .  
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Hier in  ist M, die mit t lere  Durchschugl~nge,  gegeben durch 

= - -  [ ~ o '  ( o ) ] - ~  = 4 V/A, (3) 

wobei A die Oberflache der Par t ike l  darstellt .  Die max imale -Durch-  
schuN~nge betr~gt  D, so dab G (M) = 0 fiir M > D. Weiters ergibt sich 
aus G1. (2), dab fiir r >/ D, y0 (r) = 0 u n d  y0' (r) = 0 ist. Ebenso folgt ans 

G1. (2) auf Grund  der Defini t ion yon  M, da~ 7o (0) = 1. (Die Durch- 
schuBl~ngeavertei lnngsfunkt ion sell die NormMisierungsbedingung 
J9 

G (M) d M = 1 erfiillen.) 
0 

Die DurchschuNgngenver te i lung  ist auch yon Mdring u n d  Tchoubar ~ 
unte rsuch t  worden. 

I n  unseren frfiheren Arbeiten haben wir einige allgemeine Eigenschaften 
der DurehschuN~ngenverteilungsfunktion betrachtet und Ngherungs- 
ausdrflcke von G (M) ffir ebene Pl~ttehen mit  glatter, konvexer Begrenzung 
berechnetl,  2. Spgter s verwendeten wir Methoden der Integralgeometrie zur 
Vereinfachung derBerechnung von G (M) und gelangten zu einemNaherungs- 
ausdruck yon G (M) ffir kleines M im Falle eines dreidimensionalen Fest- 
k6rpers mit  glatter, konvexer BegrenzungsflAehe. 

In  der Folge werden wir im Abschnitt  I I  einen exakten Ausdruek yon 
G (M) ffir ein l~otationsellipsoid berechnen. Nach unserem besten Wissen 
ist dies der erste exakte Ausdruck yon G (M), der mit  Hil~e geometrischer 
Methoden for einen dreidimensionalen Festk6rper erhalten wurde, der 
komplizierter als eine Kugel ist. I n  Abschnitt  I I I  wird die charakteristische 
Funkt ion  T0 (r) ffir ein t~otationsellipsoid aus der Gleiehung ffir I (h) ent- 
wiekelt. Ein s Verfahren war bereits verwendet worden 2, urn das 
zweidimensionale Analogon yon y0 (r) ffir ein e]liptisehes Pl~ttehen zu er- 
mitteln. I m  Abschnitt  IV wird dann die geometrische Methode zur Berech- 
hung yon G (M) fiir ein elliptisches Plgttchen herangezogen. 

Wir mfissen betonen, da~ unsere Berechnungen der DurehsehuSl~ngen- 
verteilungsfunktion ffir ein Rotationsellipsoid verh~ltnismal3ig wenig 
direkten Bezug auf die Analyse yon RSntgenkteinwinke]-Streudaten besitzt. 
Durch bereits ver6ffentlichte numerische Berechnungen yon Intensit~ts- 
kurven s-l~ steht eine iiberaus breite Auswahl theoretischer Kurven zum 
Vergleich mit  experimentellen Ergebnissen zur Verfflgung. 

Ungeachtet dessen l~2t sich unser Ausdruck ffir G (M), wie wir in 
Abschnitt  V zeigen werden, zur Entwieklung eines Ausdrucks fflr I (h) 
heranziehen, der sieh vorteilhaft ffir grof3e Werte von h verwenden l~l~t. Mit 
I-Iilfe dieses Ngherungswertes ffir die Intensi tgt  ist eine Ausweitung und 
Vervollstgndigung bereits frflher ver6ffentlichter In~ensitgtsberechnungen 
m6glich: 

Der wiehtigste Grund, die Durchschul~lgngenverteilungsfunktion ffir 
ein Rotationsellipsoid zu untersuehen, liegt unserer Meinung nach nieht so 
sehr darin, die Ergebnisse zur Analyse yon Daten zu verwenden, sondern er 
ist eher dadureh gegeben, daf3 die Bereehnungen yon G (M} ffir des Ro ta -  
tionsellipsoid die WeSenszfige des geometrischen Konzepts, d ie  Methoden 
und auch einige der Schwierigkeiten wiedergeben, die mit den Berechnungen 
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von G (M) verkniipft sind. Die f/ir das Rotationsellipsoid en~wickelten 
MeChoclen sollten sich auch zur Ermittlung yon G (M) fiir andere Teilchen- 
formen verwenden ]assen. Wir sind derzeit mit einigen derar~igen Berechnun- 
gen besch~ftig~. 

Die  B e r e c h n u n g  y o n  G(M)  f i i r  d a s  R o t a t i o n s e l l i p s o i d  

Ein Punkt  r auf 4er Oberfl~che eines Rotationsellipsoids li~Bt sich 
dars~ellen durch 

r = (a/R) [sin ~ (i cos cr + j sin ~) + k v 2 cos ~]; (4) 

i, j uncl k sind dabei die Einheitsvektoren eines kartesischen Koordi- 
natensystems, in dem die z-Achse die Drehachse des Ellipsoids ist; a ist 
der )~quatorradius, va ist die halbe Li~nge der Drehachse und 
R = (sin 2 ~ + v 2 cos ~' ~)~A. 

Die Koordinaten ~ un4 ~ sind so gewi~hlt, dab cler nach auBen 
zeigende Einheitsnormalvektor n i m  Punkt  r gegeben ist durch 

n ~ s i n ~ ( i c o s ~ + j s i n 0 ~ )  + k c o s ~ .  (5) 

Dieses Ergebnis l~Bt sich aus der Beziehung u 

ableiten, in der 

(r~ • r~) 
n - -  - - - -  

]r~xr~l 

r~ = (a r/a ~) una r~ = (a r /~  13). 

Die kartesischen Koordinaten (x, y, z) des Pm~ktes r geniigen der 
Gleichung 

x2 + y2 z2 
a~ + ~ = t .  (6) 

Die Berechnung yon G (M) beginnt mit  der Liniendichte 12 

d g  ---- cos c0 d A  d S ,  (7) 

wobei 4 A das Oberfli~chenelement des Ellipsoids, 4 S alas Fl~chen- 
element der Oberfli~che einer Einheitskugel mit  Mit~elpunkt in r und r 
der Winkel zwischen der Sekanten (DurchschuiN~nge) und der nach 
innen zeigenden Normalen ist. 

In  Gl. (7) ist. d g durch vier V~riable ~usgedr~ickt. Zwei yon ihnen 
si~d die I~oordinaten des Punktes r ;  zwei legen einen Punkt  anf der 
Xugelfli~che lest. Wie in s ~iskutiert  wurde, erfordert die Berechnung 
yon G (M), dab eine der im Ausdruck fiir d g enthaltenen vier Variablen 
durch M ersetzt wird. Die DurchschuBlaagenverteilung ist dann durch 
Mittelung yon d g fiber die anderen drei Variablen erhMtlich. Bei diesem 
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MittelungsprozeB gibt es manehmal mehr als nur eine M6gliehkeit, d G 
durch M und die anderen drei Variablen auszudrfieken. Die DurehsehuB- 
]/~ngenverteilung G (M) ist die Summe der Mittelwerte yon d g ffir aUe 
L6suagen. Nieht immer existieren jedoeh L6sungen ffir alle Werte der 
drei Variablen, so dab darauf zu aehten ist, dab die Mittelung nur fiber 
die Bereiehe mit definierten L6sungen erstreckt wird. 

Es gibt kein strenges Kriterium daffir, welche Variable am vorteil- 
haftesten dureh M zu ersetzen ist. Man kann die ffir die jeweilige Reeh- 
hung bequemste MSgliehkeit w~hlen, wobei lediglieh zu beach ten ist, 
dab die L6sung naeh Ersatz der Koordinate durch M eindeutig sein muB. 
I m  Rahmen unserer Bereehnungen a haben wir gefunden, dab sieh der 
Winkel co bequem dureh M ersetzen l~Bt. Ffir das Rotationsellipsoid 
ffihrt dieser Weg jedoch zu Komplikationen in der Reehnung. Hier stellt 
sich heraus, dab sieh der I~eehenaufwand stark vereinfaeht, wenn man 

dureh M ersetzt und dann fiber ~ und d S mittelt.  I m  folgenden wollen 
wir den Weg besehreiben, auf dem sich ~ dureh M ersetzen l~Bt. 

Der DurchsehuBli~ngenvektor M ist darstellbar durch M -  M ~t; 
dabei ist M - - I M [  und Ix ein Einheitsvektor derselben Riehtung 
wie M. Dana  ist cos c o - - - - ( n .  Ix). (Das negative Vorzeichen folgt 
aus der Definition yon cos r mit  ttilfe der naeh innen zeigenden 
Normalen.) 

Weiters gilt 13 
4 A =  l r ~ •  (8) 

Bei unserer Bereehnung yon G (M) in 3, die sieh mit  den Eigensehaften 
der Oberfli~che in der N~he eines Punktes r auf der Oberflgche befaBte, 
hat ten wir gefunden, dab sich ffir die Ermit t lung yon c~ S die nach innen 
zeigende Normale als die natfirliehste Wahl ffir die z-Achse anbot. Die 
Orieatierung der Achsen in diesem Koordinatensystem ist jedoeh will- 
kfirlieh. Nach einiger Suehe fanden wir, daft sieh die Bereehnung stark 
vereiafacht, wenn man die z-Aehse des sph~rischen Koordinaten- 
systems parallel zur Drehachse des Ellipsoids ws In  diesem Fall 1/~l~t 
sieh ffir den Einheitsvektor i1 sehreiben 

~t ~ sin ~ (i cos X + j sin k) + k cos ~. (9) 

Aus den Gln. (5), (7), (8) und (9) folgt 

d g - -  v 2 a ~ R -~ cos o~ sin ~ sin ~ d v d ~ d ~ d k, (10) 
wobei 

cos r ~- [cos ~ cos , -4- sin ~ sin , cos (~ - -  k)]. 

Definitionsgem~l~ liegen beide Enden der DurchsehuBl~nge auf der 
Oberfl~ehe. Daher muB auch der Punkt  (M d - r )  auf der Oberfl~ehe 
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l iegen und es gi l t  

(x -~ M Sin v cos ~)2 -f- (y -~ M sin ~ sin ~)2 
~2 

D e r a r t  folgt  aus G1. (r 

wobei  

(z § M cos v)2 
-~- V2 a2 ~ 1. 

cos r = - -  [cos ~ cos v @ sin ~ sin v cos (~.-- ~)] -=- QR, (11) 

Q = [M/(2 v 2 a ) ]  T 2 

T 2 ~-~ v 2 sin s '~-~- cos 2 v. (12) 

Mit  Hilfe der  Gln. (11) und  (12) wird aus G1. (10) 

d g = - -  v 2 a s Q sin v (OW/O ~) d ~ d ~ d v d Z; (13) 

hier in is t  W = (cos ~)/R. 
(~ber die Gr6$e W 1/~$t sich ~ bequem durch  M ausdri icken.  Aus der  

Def ini t ion yon W folgt,  dab  sin 2 ~ = R 2 (1 - - v  2 W2). SO muB gem/iB 
G1. (11) W der  quadra t i schen  Gleichung 

0 = ~ q 2  W 2 _ ~ _ 2 Q c o s v  W ~ - Q 2 - - s i n  2vcOs  s ( ~ - ) ~ )  

geniigen, in 4er  

S 2 = cos 2 v + v 2 sin 2 v cos 2 (~ - -  ~). 

Die quadra t i sche  Gleichung bes i tz t  die L6sungen 

W --~S -2 [ - -  Q cos ~ i ( $ 2 - v 2  Q2)�89 s i nv  cos ( g - -  k)]. (14) 

Da  0 ~< ~ ~< 7:, is t  Sin ~ 1> 0. t I i e raus  ergibt  sich ein K r i t e r i u m  dafiir ,  
wie viele LSsungen der  G1. (14) mSglich sind. Aus den Gln. (11) und  (14) 
folgt  

sin ~ = (RIS~) [ - -  v2 Q sin ~ cos (~ - -  Z) :F (S2 - -  v 2 Q2) �89 cos v]. 

Beide LSsungen k5nnen n u t  da lm  gleichzeit ig pos i t iv  sein, wean  

v~ Q~ i> cos 2 v. (15) 

Fi i r  kleines Q - -  u11d daher  auch fiir kleines M - -  exis t ier t  nu r  ~eine 
einzige LSsung ur~d 

s i n ~  = (R/S2)[ - v  ~ Qsin v cos ( ~ - - k )  + ] c o s  V [ (S ~ - v  2 Q2)�89 

W e a n  M so groB ist,  dab  v 2 Q2 1> cos 2 v, dann  ergibt  sich 

sin ~ = (R/S~) [-- W Q sin v cos (~ - -  Z) ~: (S 2 - -  v 2 Q2)~ cos ~], 

wobei  die W e r t e  vorL g ur~d X noch der  Einschr/~nkung unter l iegen,  dab  
cos ( ~ -  ~) ~ 0. 
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Die B e d i n g u n g  S 2 ~> v 2 Q2 legt die zuls Werte  der Variablen 
ffir die Berechnung des Mittelwertes yon  d g fest. Aus der Definition yon 
$ 2  folgt, dab S 2 - v ~  Q2 nur  dann  negativ werden kann, wenn 
v 2 Q~ >i cos e 4. Aus diesem Grand k6rmen fiir den Full, dab nur  eine 
zul~ssige L6sung  existiert, die Variablen g, k und 4 alle nur  mSglichen 
W e , r e  annehmen. S i n 4  aber zwei L6snngen m6glich, so bestehen stets 
Beschr/~nknngen hinsichtlich der Werte  der Variablen, die ffir die 
Bere~hnung des Mittelwertes yon  d g zuls sind. 

Aus den G ~ .  (13) und (14)ergibt  sich 

dg ~ - - - V~a2(~W /~M )dM  d ~  sin,~ d4  dk---- 

= MTd/(d v2 S ~) c o s v • 1 7 6  s i n d d d d k d ~ d M .  
(S2--v2Q2)~ 

Dutch  ein Verfahren analog demjenigen, das zur G1. (7) in a fiihrt, erhi~lt 
man  aus d g die DurchschuI~ls Der sich ergebende 
Ausdruck lautet  

M v2Q sin 4 cos u 
a (M) -  f f f sin4 d4 oos4 • 

Dabei isg u = g - -  k; die Summat ion  erstreckt sich fiber alle zul~ssigen 
LSsungen. Diese Wahl  der Variablen bewirkt, dal~ der In tegrand  unab- 
h~ngig yon  k ist. Es existieren daher keine Beschr~nkungea ftir k; in 
allen F~llen gilt 0 ~< k ~< 2 ~. 

I s t  M so klein, dal~ G1. (15) nicht  mehr  erftillt ist, so gibt es nur  eine 
erlaubte LSsung ffir W. Hingegen kann  u al]e Werte  zwischen 0 und 27: 
annehmen,  der cos u entha]tende Term f~l]t somit bei der In tegra t ion  
fiber u weg. Ffir v 2 Q2 ~< cos ~ 4 gilt daher 

r: 2 ~  

G (M) : M/(2 Av 2) .[" T 4 i cos 4 [ sin 4 d 4 .f S -2 d u  : (16) 
0 0 

7~ 

: 2~zM/(v2A) f2  Ta sin 4 dd.  
0 

Is t  M so groin, dal3 v 2 Q2 ~> cos 24, dann  existieren zwei LSsungen. 
Bei Ausffihrung der In tegra t ion  fiber k wie zuvor ergibt sich 

G (M) - -  T4 sin4 d d j [ ( S e _ _ v 2 Q e )  ~ -~- ( - -  1)t  COS4 

Die u- In tegra t ion  erstreckt sich fiber alle u-Werte,  ffir die cos u nicht  
nega t iv i s t  and  ffir die auch die Bedingung S 2 ~> v~ Q2 erffillt ist. Bei der 
Summat ion  heben die cos v enthal tenden Terme einander ~uf. Da  
S 2 ~ T 2 -  v 2 sin24 sin 2 u, k6nnen nur  d a n a  reelle L6sungen ffir alle 
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W e r t e  voa  u exis t ieren ,  wena  T 2 1> v 2 Q2. Diese Bedinguag,  die sieh 
aueh in der  F o r m  

1 1> (cos 2 ~ + v 2 sin 2 ~) [M/(2 v a)] ~ (17) 

schreiben li~Bt, f ix ier t  die Grenzen ~1 und  v2 fiir die I n t e g r a t i o n  fiber ,J. 
Diese Grenzea  lassea sich bequem mi t  I-Iilfe der  F u a k t i o n e n  Max (x,y) 

u n d  Mia  (x, y) ausdrf ickea,  die wie folgt  def inier t  s ind 

Max(x ,y )  = x, wean  x /> y 
= y ,  wean  y / >  x 

bzw. 
Min(x ,y)  = y, wean  x /> y 

= x ,  wean  y >/ x. 

Die GrSBe yon  D, der  m a x i m a l e n  Durchsehul31/iage, wird  durch  die 
Bedingung  der  Ungle ichung (17) festgelegt ,  die lediglieh dann  erffillt  
seia kann,  wenn M ~ D, wobei  D gegebea  is t  dureh  Max(2va ,  2a).  
Folgl ich  is t  G (M) 0 fiir M 1> D. 

Aus  (t7) folgt,  dag  ffir v i> 1, vl = 0 und  v2 = Min(T:/2, v0), w~hrend 
fiir v < 1, ~2 = ~:/2 nn4  ~1 = Max (0, v0), wobei  

~0 = cos -1 {(v/M) [(4 a ~' - -  Me)/(1 - -  v2)]'A}. 

Bei dieser Def ini t ion der  Grenzen vl und v2 wird  festgelegt ,  dab  fiir alle 
M - W e r t e ,  ffir die ein reeller  W e r t  fiir ~o naeh  der  obigen Gleichung ~ c h t  
exis t ier t ,  die als A l t e rna t ive  angegebene Ia t eg ra t ionsgrenze  ve rwende t  
wird.  

Ff i r  v 2 Q2 ~> cos2~ 1/~Bt sieh die I n t e g r a t i o n  fiber W mi t  I t i l fe  der  
Subs t i tu t ion  

sin b = v (T 2 - -  v 2 Q2) JA sin v sin W 

ausffihren. G (M) n i m m t  ctann fiir alle M die F o r m  

V2 

G (M) = 2 rc M/(v2A) J" (cos2 ~ ~- v 2 sin2 ~)'h sin , d ~ (18) 

a n ,  

D i e  C h a r a k t e r i s t i s e h e  F u n k t i o n  

Ff i r  ein go ta t ionse l l i p so id  is t  die S~reniatensi t /~  I (h) gegeben 
durch  14 

r~ 

I (h) = p2V2Ie .f* sin | 12 [ha (sin 2 O @ v 2 cos 2 @)~A] d @. (19) 
0 

wobei  V = (4 ~ / 3 ) a  s v das  Volumen des Rota t ionse l l ipso ids  is t  und  
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12 (ha) eine GrSi~e darstellt, die der yon einer Kuge 1 vom Radius a aus- 
gehenden Streuintensits proportional ist. Die Funktion F" (ha) ist so 
definiert, dal~ sie die Eigenschaft 12 (0) ---- 1 besitzt. 

Die Intensit~t I (h ) in  G1. (19) ist identisch mit der 4urch G1. (1) 
gegebeaen Intensis Bringt man G1. (19) in eine der G1. (1) ihnlichen 
Form, so l~Bt sich ein Ausdruck fiir 7o (r), die Charakteristische Funk- 
tion, erhalten. 

Setzt man 
cos  O = (cos  ~)/T, 

wobei T ebenso definiert ist wie in G1. (12), so lgl3t sich anstelle yon 
G1. (19) schreiben 

I (h) = v -2 f2 sin ~ T a Is (h) d v. (20) 
0 

Hierbei ist 

Is (h) = [(4 ~/3) a s v a T-a] ~ p2 Ie 12 (hay~T). 

Die GrSBe Is (h) ist die Streuintensits die yon einer Kugel yore Radius 
av/T ausgeht. Is (h) ls sich daher durch die Charakteristische Funktion 
73 (r) fiir diese Kugel i5 ausdriicken 

2 av/T sin hr 
Is (h) = 4 T: p2 Vs Ie f (r) ~ r  dr. (21) 

0 

Hierin steht Vs ~iir (4 ~/3) (av/T) 3 und 

~/s (r) ----- 1 - -  (3/2) [rT/(2 av)] -~ (~ )  [rT/(2 av)]~. 

Sctzt man G1. (21) in G1. (20) ein und vertauscht die Reihenfolge der 
Integrationen, so kann man mit 

D = M a x ( 2 a ,  2va) uncl 

70 (r) = f {1 - -  (3/2) [rT/(2va)] • (1/2) [rT/(2va)] 3} s in ,  d ,  (22) 

1 (h) in der Form 4er G1. (1) schreiben. 
Die Grenzen ~l und ,2 sin4 bereits definiert worden [G1. (18)]; 

lediglich M i s t  4urch r zu ersetzen. 
G1. (22) stellt die Charakteristische Funktion fib ein Rotations- 

ellJ~psoid dar. 

Aus G1. (2) folgt, 4ali G (M) = M 70" (M). Diese Beziehung li~ltt sich 
iiberpriifen, inclem man G1. (22) differenziert und mit Hilfe yon G1. (3) 

M errechnet. Die Berechnung yon G (M) aus der Charakteristischen 
Funktioll Iiihrt also zum selben Ergebnis [G1. (18)] wie der auf geome- 
trischen t3berlegungen basierende Rechenweg. Obwohlder letztere im Pria- 
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zip der direktere Weg ist, erweist sich seine Ausffihrung in der Praxis als 
langwieriger und  schwieriger als die Ermi t t lung  yon  G (M) aus I (h) un4  
70 (r). Niehtsdestoweniger sind wir der Meinuag, dab der in Absehni t t  I I  
besehriebene Reehenweg zur I l lustrat ion des geometrischen Konzepts  
und der: zur Ermi t t lung  yon G (M) notwendigen Methoden bedeutsam 
ist, Diese Gedanken kommen bei dem zu G1. (22) fiihrenden l%eehenweg 
nicht  zum Ausdruck. 

D a s  e l l i p t i s c h e  P l ~ t t c h e n  

Ein elliptisehes Pli i t tehea liter sich formal dadureh erzeugen, dab 
man  ia G1. (4) ~ ---- 0 setzt. Aus G1. (5) folgt dann, dab 4er Einheits- 
normalvektor  n gegeben ist durch n ~ i sin ~ 4 - k  cos ~. Welters ist 
)~ ~ 0, da die Durchschuf~liinge i u der Ebene des Pl~ttehens liegea mui~. 
Ffir das elliptisehe Pl~ttchen geht  die G1. (11) somit fiber in 

cos (~ - -  v) : - -  QR = - -  cos co, (23) 

wobei ffir co, Q nnd  R dieselben Definitionen gelten wie zuvor. 
I m  zweidimeasionalen Fall l~f~t sieh die Liniendichte ausdriicken 16 

dureh d g ---- I d p c t  r ]. I t ier  ist d p die Versehiebung in der Ebene in 
eiae Rieh tuag  senkrecht zur Durchsehu•litrige, r der Winkel zwisehea 
dieser Rich tung  un4  einer Bezugsaehse (siehe Abb. 1 in 3). Somit  ist 
d p  ~ cos co d t  (d r  ist d a s  Differential 4er Bogealiinge) und  
cos co -~ - -  (n .  l~) wie in Absehnit t  I I .  Da d p die Verschiebung in eine 
Richtung darstellt, die stets senkreeht zur Durehschuf~l~nge ist, gilt 
d r ---- d v and  daher aueh d g  ~ cos co d t  d v. Fiir eine Kurve  in der 
Ebene ist d t ~ [(d x) 2 q - (dy )2 ]~ .  Somit  ergibt sich ans G1. (4) mit  
~ 0  

4 t ~ av 2 R -3 d 

uad  weiters 

d g - ~ a v  2Qasec 2 ( ~ _ v )  d v d ~  : a v  2 Q a d v d w ,  (24) 

worin w ~ tan  (~ - -  ~). Durch Umformen erhi~lt man  aus G1. (23) 

0--~ 1 + w  ~ + ( v  2 - 1 ) ( c o s v - w s i a ~ ) 2 - 1 / Q 2 .  

Die L6sungen dieser quadrat ischen Gleichung lauten 

w = T-2 [(v2 - -  1) c o s ,  s i ~ ,  • (~,2 Q-2 - -  v2)~]. 

Aus 4ieser Gleiehung ]/~l]t sich 4 w berechnen und in GL (24) einsetzen. 
Ftir jede der beiden L6sungen ist 

d g : [M/(4 vU a)] T"/: {1 - -  T ~' [M/(2 va)]~}-~4 d v d M. (25) 
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Aus Analogiegriinden folgt mit Hflfe der Gln. (2) and (3) aus a 

~2 

G (M) = M/(v2aL) f T a {1 - -  T 2 [M/(2 va)]2}-�89 d ~. (26) 

Die Grenzen ~1 and ~2 sin4 dabei ebenso definiert wie in GI: (18), L i s t  
tier Ellipsenumfang. G1. (26) enthMt einen Faktor  2, 4er aus 4er Sum- 
mation der beiden i4entischen Ausdriicke fiir 4 g resultiert, die sich aus 
den bei4en L6sungen der quadratischen Gleichung fii r w ergeben. 

Die  G e s t a l t  y o n  I (h )  fi ir  g r o S e s  h 

Nach dreimaliger partieller Integration und mit Hilfe yon G1. (2) 
sowie unter Beriicksiehtigung cler in Anschlu$ an G1. (2) angeffihrten 
Eigensehaften yon ~0 (r) und ~0' (r) lgftt sieh GI. (1) in die Form 

n 

I (h) = 7:IeA p2h-a [ 2 - - J  (h) - -  ~ Mi (A G)i cos (hM~)] 
i = 1  

bringen, wobei 

und 

(A  G)~ : l i ra  [G  (Mt ~- ~) - -  G (M~ - -  ~)] 
$-§ 

(27) 

D 

J (h) ---- f [3G (M) ~- MG'  (M)] cos (hM) dM.  
0 

Die (A G)i sin4 nur fiir solehe Punkte M~ yon Null versehieden, fiir die 
G (M) endliche Uns~etigkeitsstellen besitzt [ffir das Rotationsellipsoid 
ist G (M) an allen Punkten stetig; alle (A G)~ sind daher Null. Anderer- 
seits besitzt G (M) fiir eine Kugel vom Ra4ius a eine en41iche Unstetig- 
keitsstelle bei M -- 2 a. Uns sind keine Beispiele unendlicher Unstetig- 
keitsstellen yon G (M) bekannt]. 

In der oben angeschriebenen Form ist G1. (27) exakt giiltig. Sic ]~Bt 
sich als Ausgangspunkt fiir asymptotische Entwicklungen yon I (h) fiir 
groBe h beniitzen. Wie Erddlyi gezeigt hat 17, sind die asymptotischen 
Entwicklungen yon Fourier-Integralen wie J (h) in G1. (27) dutch die 
Eigenschaften des Integranden in der N~the yon M ---- 0 und in der N~he 
derjenigen M-Werte bestimmt, fiir die der Integrand oder seine Ab- 
leitungen unstetig sind. Fiir die asymptotisehe Entwicklung braucht das 
Verhalten des Integranden nur in der Naehbarschaft dieser Punkte 
bekannt zu sein. 

Gems GI. (18) wird G' (M) bei M ~ 2 va und M ---- 2 a sogar dana 
Unstetigkeitsstellen besitzen, wenn G (M) selbst in diesen :Punkten 
stetig ~st. 
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In  der N~he yon M = 2 a und M = 2 va l~gt sich G (M) zerlegen 
in G (M) = Ge (M) ~- Ga (M), wobei Gc (M) entweder Null oder eine 
Funktion mit  einer s~etigon ersten Ableitung ist. Nur Ga (M) wird dann 
zur asymptotischen Entwicklu~g yon J (h) beitragen, so dab Gc (M) 
nicht erm~tte]t werden muB. 

In  der N~he yon M ~ 2 va besitzt Ga (M) die Grenzwerte 

r 

I ( h )  = r : i e ~ 2 h - a [ 2 A  § 

Gs (M) - -  2 = (2 v a - -  M) 
v2A (v 2 - -  1) M <~ 2va 

Ga(M)  = 0 M >1 2va 

Ffir v < 1 und M ~ 2 a laurel1 die N~herungsformen yon Ga (M) 

- -  A 1 - - v  ~ J M <~ 2 a  

Ga(M) = 0 M / >  2 a  

Fiir v >~ 1 und M ~ 2 a sind die entsprechenclen N~herungsaus&'iicke 
yon Ga (M) gegeben dutch 

A [ v 2 ~  i ] M >/ 2a  

Ga (M) = 0 2/i ~< 2 a 

Das Erddlyi-Theorem fiir die asymptotische Entwicklung yon Fourier. 
Integralen ~7 zeigt, dab die Iiihrenden Terme in der asymptotischen Ent-  
wicklung yon J (h) in G1. (27) sich yon G' (M) herleiten. Die Grenzform 
der asymptotischen Entwicklung yon I (h) lautet dann 

4='/~v2a2cos(2ha ~- y) 8 ~ a  2 sin (2hva)] (28) 

v - :  [ v _ l l  4 

Die asymptotische Entwicklung [G1. (28)] l~Bt sich nicht anwenden, 
w e n n  v ~ 1 .  

D i s k u s s i o n  

Das zur Berechnung yon G (M) ffir 4as Rotationsellipsoid ange- 
wendete Verfahren veranschaulieht den Typus der geometrischen 
Berechnung, die no~weadig is~, um G (M) flit ei~e P~rtikel mi~ einer 
glatten konvexen Grenzflache zu erhalten. Zun~chst wird ein Ausdruck 



Theorie der R5ntgenkleinwinkelstreuung 797 

abgeleitet, in dem d g durch vier Koord, inaten dargestellt ist, yon denen 
zwei einen Punkt  auf der Oberfliiche kennzeichnen, w~hrend die anderen 
beiden die Orientierung der Durchschul~li~age festlegea. Naeh unserer 
Erfahrung lassen sich die Koordinaten ~ and ~, die gemini3 G1. (5) die 
Orientierung des Einheitsnormalvektors n bestimmen, bequem hand- 
habea. Ihre Niitzlichkeit ist m6glieherweise mit der Tatsache verbunden, 
dal~ die Eigenschaften der Oberfl~che mit dem Einheitsnormalvektor n 
enger als mit dem Positionsvektor r verkniipft sein dfirften. 

Unsere Berechnuagen an Rotationsellipsoiden uad elliptischen 
Pl~ttehen laSsen vermutea, dal~ s i c h - -  zumindest dana, wean M nicht 
klein ist - -  die Orientierung tier Durchsehui~li~nge bequemer durch die 
Koordinaten ~ and ~ als durch die in 3 verweadeten Koordinatea ~ und r 
ansdriicken l~i~t. 

Hat  man auf diese Weise einen Ausdruck fiir d g erhalten, so ist es 
als n~chstes fiir die Berechnung yon G (M) erforderlich, eine Gleiehung 
zu finden, die die Durchschul~lgnge M durch dieselben vier Variablen 
ausdriiCkt, die zur Darstellung yon d g verwendet wordea waren. Eine 
dieser Variablea wird dana durch M ersetzt und die Liniendichte d g 
fiber nile drei anderen Variablen gemittelt. Zumindest bei Rotations- 
ellipsoiden and Ellipsen diirfte ~ diejenige Koordinate sein, die sich am 
bequemsten dureh M ersetzen lii{~t. 

Die Wahl der Koordinaten fiir die Bereehnung yon G (M) erfordert 
groi~e Sorgfalt. Die Berechnung der Mittelwerte ist gewShnlich recht 
kompliziert; werden die Variablen nicht giinstig gew~hlt, so kann sie sieh 
extrem schwierig gestalten oder sogar ganz unmSglieh erscheinen. 

Die Gln. (18) und (26) fiir G (M) und die G1. (22) fiir 7o (r) gelten 
exakt. Das Integral in G1. (18) ls sich zwar auch durch elemen~are 
Funktionea ausdriicken; die Wirkungsweise des Mittelungsverfahrens 
tr i t t  allerdings klarer zutage, wenn der Ausdruek in der Form des 
Integrals belassen wird. 

Ffir das Rotatioasellipsoid (aicht aber fiir die ebene Ellipse), 
solange die Iategrationsgrenzen nicht yon M abhi~ngen, ist G (M) pro- 
portional M. Im Moment sehen wir uns aul~erstande, eine Voraussage zu 
treffen, ob diese Beziehung fiir viele andere Grenzfls Giiltigkeit 
besitzt. 

Unsere Ausdrficke ffir G (M) und 7o (r) fiir kleines M sind dem yon 
K i r s t e  und P o r o d  is erhaltenen Ausdruck fiir 70 (r) iiquivalent. Eia  fiir 
alle M giiltiger Ausdruck von G (M) ist unseres Wissens fiir das Rotations- 
ellipsoid bisher nicht verSffentlicht worden. 

Ein zweidimensionales Analogon des in Abschnitt I I I  beschriebenen 
Rechenverfahreas war bereits friiher zur Berechnung eines ~quivalenten 
Ausdrucks yon G (M) fiir ein elliptisches Pl~ttehen herangezogen 
worden 19. 
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Mit Hilfe yon G1. (18) ist eine Berechnung der hSheren Ableitungen 
yon G (M) in der N/~he der Punkte mSglich, an denen G' (M) unstetig 
ist.  Diese hSheren Ableitungen kSnnen zur Berechnung weiterer Terme 
in tier asymptotischen Entwicklung yon I (h) dienen. 

Wie am SehluB yon Abschnitt V erw/~hnt wurde, ist die asymptoti ,  
sche Entwicklung [Gll (28)] nicht auf  sph/~rische Partikel, fiir die v = 1 
ist, tibertragbar. Dariiber hinaus wird die Entwieklung dann keine 
brauehbare N/~herung fiir i (h): liefern, w e n n  v nur wenig vo~ 1 ver- 
schieden ist. 

Ein al ternat iver  asymptotischer Ausdruck fiir I (h) wurde in 10 fiir 
das Rotationsellipsoid entwickelt. Zum Zweck numeriseher Berechnun- 
gen kann diese Gleichung in vielen Fallen der G1. (28) iiberlegen sein, 
Des 5fteren ist mit  Hilfe der einen oder der anderen asymptotischen 
Entwieklung :eine Ausweitung friiher verSffentlichter Bereehnungen yon 
I(h) fiir Rotationsellipsoide mSglichS, 9. Die asymptotischen E n t -  
wieklungen lassen sieh vorteilhafterweise besonders leicht ira Bereich 
hoher h-Werte verwenden, in dem die Bereehnung der Intensitgt  dutch 
Potenzreihen oder konventionelle numerische Integrat ion sehwierig ist. 

W/~hrend die Ausdriieke fiir G (M) aueh fiir die numerische Berech- 
nung der Streuintensitat yon Nutzen sein kSnnen, wollen wit feststellen, 
dal~ - -  dies trifft zumindest fiir uns zu - -  die Untersuehung yon G (M) 
und seiner Eigensehaften vor allem deswegen yon Interesse ist, well 
dadurch klar wird, auf  welehe Weise G (M) dutch die Gestalt und andere 
Eigensehaften der Partikelgrenzfl~ehe beeinfluf~t wird. So 1/~t3t sieh z. B. 
die Kenntnis des Verhaltens yon G (M) fiir kleine M und an Stellen, wo 
seine erste Ableitung unstetig ist, zur Entwicklung eines allgemeinen 
asymptotisehen Ausdrueks yon I (h) fiir Partikel mit  beliebiger Gestalt 
verwenden. Dariiber hinaus kann die Reehenteehnik, die bei tier Unter,  
suchung exakter und n/~herungsweiser Ausdriicke yon G (M) fiir ver- 
schiedene einfache Teilehenformen entwickelt wurde, insofern yon Weft  
sein, als sie die weiteren Untersuehungen allgemeiner Eigensehaften der 
DurchschulM/~ngenverteilung in die richtige Riehtung zu lenken vermag. 

W ~ r d i g u n g  

Wir halten es in tier vorliegenden, Prof. Kratky gewidmeten Ab- 
handlung fiir besonders angebracht, die vielen theoretischen Unter- 
suehungen auf dem Gebiet der RSntgenkleinwinkelstreuung zu wiirdi- 
gen, die an Prof. Kratkys i as t i tu t  an der Universit~t Graz ausgefiihrt 
worden sind. I m  besonderen wollen wit die Arbeiten yon Prof. G. Porod 
erw/~hnen, der als erster die Bedeutung des Konzepts tier DurehschuB- 
l~tngeavert~ilung erkannte. 

Oberse tz t  yon  Dr.  O. i~. Olaj, W i e n  
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